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Capitulo 1

Modelado de topicos

1.1. En qué consiste el modelado de tépicos

El modelado de tépicos es una herramienta que permite manejar un gran ntmero de textos o
documentos electronicos para analizarlos, resumirlos, conocer su contenido y archivarlos.

La motivacion principal del modelado de tépicos es que en las ultimas décadas los avances
informaticos y tecnoldgicos han traido consigo que los textos y documentos sean cada vez mas
numerosos y aparezcan mas frecuentemente en formato electrénico. Esto imposibilita que la fuerza
humana pueda ser capaz de analizarlos todos y cada uno de ellos, principalmente por la enorme
cantidad de tiempo que se requiere invertir para procesar esta gran cantidad de informacién. Para
solucionar este problema, se recurre a automatizar este proceso.

En este sentido, muchos investigadores se han dedicado a desarrollar el modelado de topicos,
que consiste en una serie de algoritmos que analizan grandes colecciones de documentos con alguna
tematica en particular. En otras palabras, el modelado de tépicos es un método que permite analizar
las palabras de los documentos, aglomerarlas en tépicos y ver cudl es la relacién entre palabras y
tépicos, incluso permite determinar si estos cambian en el tiempo.

Dentro del conjunto de modelos para modelar tépicos, estan aquellos que utilizan la teoria de
probabilidad para modelar la incertidumbre en los datos y son llamados modelos probabilisticos
de topicos. Estos modelos describen un conjunto de distribuciones de probabilidades posibles para
un conjunto de datos observados y el objetivo es utilizar los datos observados para determinar la
distribucién que mejor describa estos datos.

A lo largo de este documento seguiremos la siguiente nomenclatura, tomada de Hofmann (1999)
[4]:
= Palabra: es la unidad basica definida como un item de un vocabulario y se desingara con el
simbolo w;, donde el subindice ¢ indica la i-ésima palabra del vocabulario.

» Vocabulario: es una coleccién de palabras. Se define como W={wy, wy, ..., wps}.



= Tépico: es la distribucién de probabilidad de palabras de un vocabulario y se denotara co-
mo zi, donde z, € Z={z, 29, ..., 2K }, donde el subindice k indica el k-ésimo tépico en la
distribucion de tépicos.

» Documento: es una secuencia de palabras y estd denotado como d;, donde el subindice j
indica el j-ésimo documento del corpus.

» Corpus: es una coleccién de documentos y estd denotado como D={d;, ds, ..., dy}.

Dependiendo del método utilizado para generar el modelo, estos se pueden dividir en modelos
supervisados y no supervisados.

Los modelos supervisados incorporan etiquetas en el proceso de aprendizaje del algoritmo.
Este utiliza documentos etiquetados o entrenados con la finalidad de clasificar el cuerpo entero
de documentos. El método supervisado puede explotar la informaciéon de datos o documentos
enrenados que pueden ser utilizados para calcular predicciones de datos no observados.

Por otro lado, los modelos no supervisados no requieren de ningiin tipo de documentos entre-
nados, por lo tanto puede ser aplicado a cualquier texto del que no se tenga ninguna informacién
previa. Es importante acotar que ya que no se requiere informacion previa sobre los documentos, la
inferencia de los topicos surge del analisis de los documentos mismos. Para una mejor descripcién
se puede revisar el articulo [1].

1.2. Modelos probabilisticos

Como se habia dicho, los modelos probabilisticos de topicos utilizan la teoria de probabilidad
para definir la distribuciéon que mejor se ajusta a los datos observados y cuyo propdsito basico
es estudiar la condicién de similitud que entre si guarda un grupo grande de documentos. Este
conjunto grande de documentos se denomina corpus.

Para simplificar, supongamos que la longitud de todos los documentos del corpus que estaremos
estudiando, cuyos textos estan formados por combinaciones de palabras de un mismo vocabulario,
es constante e igual a seis. Es decir, todos los textos de este corpus tienen la misma longitud de
seis palabras. Supongamos que el vocabulario a partir del cual estan formados los textos de este
corpus tiene solo tres palabras: vaca, gandola, vieja. Ademas, supongamos que el corpus tiene un
nimero finito K de documentos. Para cada documento del corpus escogeremos seis palabras al azar
y este procedimiento lo realizaremos K veces.

Existen distintas formas para escoger al azar esas seis palabras de cada documento. A cada una
de estas formas las llamaremos modelos y podemos distinguir entre los siguientes:

1. Supongamos que tenemos una caja con muchas pelotas etiquetadas con las palabras del vo-
cabulario y que repetimos seis veces el experimento de extraer una pelota de la caja. En
cada extraccién estariamos determinando una de las palabras de uno de los documentos del



corpus. Si repetimos N veces (nimero de documentos) el procedimiento anterior, entonces es-
tariamos generando todo el corpus. Este modelo es llamado modelo de unigrama [2|, donde
la probabilidad de cada documento seria la distribucién multinomial (ver apéndice A.1):

M

p(d) = [ p(w:), (1.1)

i=1

donde M=6, p(d) es la distribucién de probabilidad del documento d y w; es cada una de
las palabras que componen ese documento. El lado derecho de la ecuacién quiere decir que
se multiplican todas las probabilidades de la ocurrencia de esas seis palabras.

Esto quiere decir que dentro del modelo de unigrama, las palabras de cada documento son
extraidas de forma independiente.

. Aumentemos un poco el modelo anterior, en el cual, la distribucién de probabilidad de
cada documento es exactamente la misma pues se usa la misma caja para generar todos los
documentos. Supongamos ahora que no existe una unica caja sino un nimero K de cajas
donde cada una de ellas tiene una proporcion distinta de pelotas etiquetadas con las palabras
de nuestro vocabulario experimental.

Para generar cada documento, escogemos al azar una de las varias cajas con pelotas, luego
extraemos al azar las seis palabras del documento en cuestion. De este modo, cada documento
es generado no necesariamente de la misma caja.

Este modelo nos permite introducir la nocién de tépico. En este ejemplo, el topico es re-
presentado por la escogencia de cada una de la cajas, denotada por la distribucién p(z),
que representa la probabilidad de que un documento sea generado a partir de un tépico
determinado.

Noétese que en este modelo, denominado mixtura de unigramas (ver [2| seccién 4.2), cada
documento es generado a partir de un tépico, donde su probabilidad seria:

M

p(d) =Y p(z) [ [ p(wil2), (1.2)

i=1
donde p(d) es la distribucién de probabilidad conjunta para todos los documentos y se fun-
damenta en la ley de probabilidad total. Veamos una pequena demostracion.

La ley de probabilidad total dice que dado un suceso conocido con probabilidades condiciona-
das a un evendo, las cuales también son conocidas junto con sus probabilidades individuales,
también conocidas (ver apéndice A.5), la probabilidad total de que ocurra el suceso es:

p(d) = p(2)p(d|2), (1.3)
pero

p(d|z) = p(wy, wa, w3, ..., wpr|2) = Hp(wl-|z). (1.4)

=1



Si se sustituye esta ultima ecuacién en (1.3) obtenemos

M

p(d) = 3" p(2) [ plail2), (L5)

i=1
que es la misma ecuacién (1.2).

Entonces, en el modelo de mixtura de unigramas, cada documento es generado escogiendo
primero un tépico z y luego generando las M palabras independientemente, a partir de la
distribucién multinomial condicional p(w|z) (ver apéndice A.2 para una explicacién sencilla
de lo que es la probabilidad condicional).

3. Ahora pensemos en un modelo que permita generar un corpus en el que cada documento
pueda estar compuesto por mas de un tépico. Cada uno de los N documentos tiene deter-
minada probabilidad de contener un tépico z; de los K tépicos del corpus, donde cada z; es
una distribucion multinomial sobre el vocabulario del corpus.

Definamos dos dominios, uno para las palabras y otro para los documentos y preguntemos
cual es la probabilidad de que ocurran simultaneamente un elemento de cada dominio, con-
dicionando dicha coocurrencia mediante una variable latente (u oculta) z con K posibles
valores (ver [4] seccién 3.1). En otras palabras, ;Cuél es la probabilidad de que la palabra
w; ocurra en el documento d; dado que dicha palabra proviene del tépico z?.

Formalizando esta propuesta tendriamos la siguiente ecuaciéon cuyo desarrollo conduce al
modelo Probabilistic Latent Semantic Analysis o PLSA [4]:

p(d,w) = p(d)p(w|d) donde p(w|d) =" p(w|z)p(z|d). (1.6)

z€Z

Este modelo introduce un nuevo concepto de dependencia condicional, donde el documen-
to d y la palabra w son condicionalmente independentes de la variable latente (u oculta).
Parametrizando la ecuacién anterior se obtiene la distribucién de probabilidad conjuntal:

p(d,w) =Y p(z)p(d|z)p(w]z). (1.7)

ZEZ

La ecuacién anterior quiere decir, en palabras simples, que dado un documento d y una
palabra w, los cuales son condicionalmente independientes, p(d,w) es la probabilidad de la
ocurrencia de esa palabra dentro de ese documento, dada una variable oculta z (t6pico).

Este modelo trata de generalizar la suposicién del modelo de mixtura de unigramas, donde
cada documento es generado solamente por un tépico, asumiendo la posibilidad de que cada
documento pueda contener varios topicos.

Sin embargo, este modelo tiene dos grandes desventajas. Una de ellas es que d es una variable
aleatoria multinomial con tantos valores posibles como documentos entrenados® hayan y el
modelo aprende la mixtura de tépicos p(z|d) solo para aquellos documentos que hayan sido
entrenados, por tanto no hay una forma natural de asignar probabilidades a documentos

Ver apéndice A.3.
2Con informacién previa.



que no hayan sido previamente examinados. Entonces, cada vez que se incorpora un nuevo
documento al conjunto entrenado debe recalcularse todo el modelo.

Otra desventaja importante es que como utiliza una distribuciéon anadida de documentos
entrenados, el nimero de parametros que deben ser estimados crecen linealmente con el
nimero de documentos entrenados. Esto sugiere que el modelo es propenso a sobreajustar-
se?. Esto es un grave problema ya que los modelos que tienden a sobreajustarse tienen un
comportamiento predictivo pobre.

Con el objetivo de eliminar estos problemas surge el modelo LDA o Latent Dirichlet Allo-
cation, ya que trata el peso de la mixtura de tépicos como una variable aleatoria oculta y no
como un conjunto grande de de parametros individuales que son explicitamente enlazados con
documentos entrenados.

3El sobreajuste (overfitting) ocurre cuando el modelo tiende también a ajustar los errores, reconoce estos como
informacion verdadera y no como errores. Por lo general, sucede en modelos complejos con muchos pardmetros.



Capitulo 2

Interpretacion geométrica del modelado
de topicos

Para visualizar el modelado de topicos, podemos considerar los elementos geométricos del es-
pacio sobre el que trabajamos las variables latentes. A partir de alli, es posible representar los
documentos del corpus. Definiremos algunos conceptos geométricos que nos ayudaran en esta in-
terpretacion.

Emepecemos por el simplex. Un simpex de dimensién m, que denotaremos 4A,,,, es una coleccion
de puntos en R™ que satisfacen la siguiente condicién

Am::{aeRm:Zaizl,aiZOparaizl,...,M} (2.1)

=1

El simplex puede ser visto como la generalizacién a varias dimensiones de un tridangulo en el
plano.

Figura 2.1: Sfmplex de dos dimensiones en R3.



En particular, una funcién de probabilidad sobre un espacio muestral finito 2 = {wi, ..., wk}
se puede caracterizar por un vector de valores probables 6 = (64, ..., 6;) satisfaciendo, para cada
i=1,...,k 0; > 1y > 0; =1. Si definimos la funcién de probabilidad por la ecuacién

P(A) =) 6,

1€A

el simplex A, parametriza el conjunto de todas las distribuciones sobre el espacio muestral ) de
tamano k. Es decir, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos del simplex y las
diferentes distribuciones que existen sobre dicho espacio muestral

En R™ también podemos definir a un conjunto convexo. Un conjunto S C R"™ se dice que es
un conjunto convexo si ax + (1 — a)a’ pertenece a S siempre que = y z’ estdn también en S, y «
varfa libremente en el intervalo real [0, 1]. Esto significa es otras palabras que dados dos puntos x
y o’ pertenecientes a S, el segmento de recta que los une también esta enteramente contenida en
dicho conjunto.

Como caso particular podemos notar que un simplex es un conjunto convexo.

Otro concepto que necesitaremos en nuestro ejercicio de interpretacion geométrica es el de
capsula convexa. La capsula convexa de un conjunto no vacio S, denotado co S es la interseccion
de todos los conjuntos convexos que contienen a S. En otras palabras, es el conjunto convexo mas
pequeno que contiene a S, dado que la interseccion de conjuntos convexos es también un conjunto
convexo. Formalizando estas ideas

coS := N{C:C es convexo y contiene a S'}

k
= {zeR": parak’ENeXistenxl,...,xkGSyﬁz(ozl,...,ozk)EAk:Zmi:x}
i=1

P12

Figura 2.2: Cépsula convexa del conjunto de puntos S = {p1,...,p12}.



Capitulo 3

Latent Dirichlet Allocation

3.1. Conceptualizando el LDA

El LDA pertenece al tipo de modelos estadisticos de colecciones de documentos que trata de
capturar la escencia de estos, encontrando palabras relacionadas con ciertos topicos y definiendo en
qué proporcion estan estas mezcladas. E1 LDA refleja la intuicién de que los documentos contienen
diferentes topicos y cada documento contiene estos tépicos en diferentes proporciones.

Para visualizar esto, tomemos como ejemplo a Blei 2012 [1] y su figura 1, que en este documento
estard etiquetada como figura 3.1. En esta, se han seleccionado palabras que han sido asignadas a
ciertos topicos y resaltadas con los colores amarillo, rosado y azul, dependiendo del tépico asignado.
Sigamos con el ejemplo de Blei 2012 [1], donde en la figura se han resaltado las siguentes palabras:

Palabras Tépico Color

computer, prediction data analysis azul
life, organism evolutionary biology | rosado
sequenced, genes genetics amarillo

Es importante senalar que se descartan las palabras con poco contenido, por ejemplo, los
articulos (la, los, un, unos, etc), las preposiciones (a, con, por, en, para, etc) y los conjuntivos
(cuando, porque, aunque, etc).

Entonces, para cada documento, se generan las palabras en dos pasos:

= Se escoge de forma aleatoria una distribucién de topicos.

» Para cada palabra del documento (a) se elige de forma aleatoria un tépico de la distribucién
de tépicos, luego, (b) también de forma aleatoria, se escoge una palabra de la distribucién
de volcabulario del tépico correspondiente.

10



Figure 1. The intuitions behind latent Dirichlet allocation. We assume that some number of “topics,” which are distributions over words,
exist for the whole collection (far left). Each document is assumed to be generated as follows. First choose a distribution over the topics (the

histogram at right); then, for each word, choose a topic assignment (the colored coins) and choose the word from the corresponding topic.
The topics and topic assignments in this figure are illustrative—they are not fit from real data. See Figure 2 for topics fit from data.
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Figura 3.1: Figura 1 de Blei 2012 [1]

Esto garantiza que cada documento esté compuesto por topicos en diferentes proporciones, ya
que cada palabra en cada documento es extraida de un tépico, donde este tltimo es escogido de
la distribucién de topicos del documento.

FALTA

Es importante resaltar que, como dice Blei 2012 [1], los algoritmos no tienen informacién sobre
el tema sobre el cual los documentos estan escritos y tampoco los documentos estan etiquetados
con los tépicos o palabras claves. La distribucion de topicos surge de analizar cudl es la estructura
oculta méas probable para generar la coleccién de documentos observada.

3.2. Proceso generativo del LDA

(Tomado de Blei 2012, 2003 [1, 2])
Los datos, que incluyen las variables ocultas, surgen del proceso generativo.

El proceso generativo define una distribucion de probabilidad conjunta sobre ambas, las varia-
bles ocultas y las variables observadas. El analisis de los datos se construye usando la distribucién

11



de probabilidad conjunta para calcular la distribucién condicional de las variables ocultas dadas
las variables observadas. Esta distribucién condicional es lo que en estadistica bayesiana se llama
distribucién a posteriori.

El LDA asume el siguiente proceso generativo para cada documento d en el corpus D:

= Se escoge M segtin la distribucién de Poisson (&)

= Se escoge 6 segun la distribucién de Dirichlet(a)?.
= Para cada una de las M palabras:

1. Se escoge un tépico zx segun una distribucién multinomial (6).

2. Se escoge una palabra w,, a partir de p(w,,|zx, ) la cual es una distribucién de proba-
bilidad condicionada al topico zj.

El LDA supone lo siguiente:

= El hiperparametro 3 es una matriz que contiene la probabilidad de las palabras, donde cada
componente de la matriz es 3;; = p(w? = 1]z* = 1). Estas se suponen cantidades fijas a ser
estimadas.

= El nimero de topicos es conocido. Asi, la dimensionalidad de la distribuciéon de Dirichlet es
conocida y fija.

» La distribucion de Poisson define la distribucién de longitudes de los documentos. Esta puede
ser cambiada si es necesario.

La siguiente densidad de probabilidad, es la distribucién de Dirichlet de k dimensiones con una
variable aleatoria 6 (ecuacion (1) de Blei 2003 [2]):

T, ) -
Ola) = —ci=L "V goa—l - por—l 3.1

El hiperparametro « es un vector con componentes «; > 0 (falta: jcon qué esta relacionado?)

. Por qué se usa la distribucién de Dirichlet? Eso es porque es de la familia de las exponenciales,
es de dimensionalidad finita y es conjugada de la distribucién multinomial. Estas caracteristicas
hacen m&s manejable el procedimiento del método bayesiano que subyace en el LDA (inferencia y
estimacién de pardmetros).

CONTINUAR

L M es el nimero de palabras.
2 6 es la porcién de tépicos.
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Capitulo 4

El proceso Generativo del LDA

Supongamos que las palabras de un vocabulario determinado que pudieran aparecer en un texto,
asumiento que el orden de las palabras en el texto no importa, se distribuye multinomialmente:
P(w|B) M(5), donde 3 es un vector con tantas componentes como palabras haya en el vocabulario,
cuya i-ésima componente representa la probabilidad de que la ¢-ésima palabra del vocabulario
ocurra w; veces en el texto. Nétese que el parametro 8 variara dependiendo del contexto temaético
del cual provenga el texto en cuestion, haciendo més probable la aparicion de ciertas palabras y
menos probable la aparicion de otras. Por ejemplo, si el texto proviene del campo de las artes tal
vez sea menos probable encontrar en él, por decir algo, la palabra guerra que la palabra color.

En el contexto del razonamiento Bayesiano cada punto z observado —en nuestro caso, la
frecuencia w; de cada palabra del vocabulario en cada documento— es una oportunidad para
mejorar nuestro modelo, y para esto se ajustan sus pardmetros con cada observacién. Si observamos
x entonces modificamos los parametros en funcién de incorporar la nueva observacion, esto es, en
funcién de que el modelo “aprenda”. Por ejemplo, si en los textos observados hasta el momento
aparecen con frecuencia las palabras color, pincel y belleza tal vez convenga entonces modificar
nuestro parametro [ para incorporar lo aprendido, por ejemplo aumentando la probabilidad de que
aparezcan también otras palabras afines al discurso artistico. En general, el parametro [ podria
variar dependiendo de los tépicos tratados en los textos encontrados hasta el momento.

En lo que sigue supondremos que cada documento trata un tnico tépico, para lo cual estudia-
remos en cldsico modelo de agrupamiento Dirichlet-Multinomial®, el cual propone solamente dos
niveles aleatoriedad. Este modelo nos servird de introduccién al modelo LDA y sus tres niveles de
aleatoriedad.

Entonces, ;cuanto y como deben modificarse los parametros en funcion de los datos observados?
Para precisarlo usualmente se supone que los parametros —en nuestro caso, el parametro 3 de la
multinomial P(w|3)— son aleatorios y que su distribucién de probabilidad depende de las nuevas
observaciones. Por ejemplo, podemos suponer que [ se distribuye aleatoriamente dependiendo de
los topicos tratados en los textos. El primer paso entonces consiste en precisar la distribucién de
probabilidad de ese parametro aleatorio condicionada por la ocurrencia de cada observacién w:

'En [2], en la pagina 997, se advierte sobre la diferencia entre el cldsico agrupamiento Dirichlet-Multinomial y
el LDA.
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P(fS|w). De acuerdo con el teorema de Bayes, esa distribucién seria:

P(w|BP(5))

PUI) = T Bl 5P (B)aB

(4.1)

En esta férmula conocemos P(w|f3), que es nuestro modelo multinomial inicial. El segundo
paso es precisar la distribucién del parametro 3. Para esta distribucién, por varias razones que
valdra la pena estudiar en otro momento, suele escogerse una conjugada a priori. De acuerdo con
este criterio, para el caso de un modelo multinomial podriamos escoger la distribucién de Dirichlet,
tal que 8 D(«). Operando en la ecuaciéon (4.1) tendriamos la siguiente expresion:

N
p(ﬁ’w, Oé) = KHBZ?UH-ai—l
i=0

Este desarrollo nos permite enriquecer nuestro modelo multinomial inicial por dos razones
principales:

(a) incorpora la intuicién de que la frecuencia de las apariciones de las palabras de un cierto voca-
bulario en un texto determinado estan condicionadas por el tema tratado en cada documento,
lo cual permite realizar un agrupamiento o categorizacion de los datos, v.g. los textos;

(b) mediante el hiperparametro «, el cual podremos ajustar a priori, podemos incorporar al modelo
cierta idea de nuestra “confianza” en el valor actual del parametro [, pues para valores
grandes de « la distribucién de P(f|w) variard relativamente poco.

Ahora bien, para generar datos partiendo de este modelo, es decir, para generar cada texto
del corpus que estamos modelando tendriamos que, primero, extraer un valor aleatorio de 3 de la
distribucion P(f|«) D(«). Luego, debemos generar cada una de las palabras del texto mendiante la
distribuciéon multinomial de cada documento P(w|5) M (/). Recordemos que w es una vector con
tantas componentes como palabras haya en el vocabulario, cuyas i-ésima componente w; representa
el nimero de veces que la i-ésima palabra del vocabulario aparece en el texto en cuestion. Vale
recordar en este punto que la posibilidad de usar la distribucion multinomial, condicionada por
el parametro aleatorio 3, para modelar la frecuencia con la que aparecen las palabras en los
textos radica en la suposicion de que las palabras de los textos son intercambiables y por tanto
condicionalmente independientes sobre una variable aleatoria oculta, en este caso, el parametro .

La probabilidad (total o absoluta, es decir, sin condicionantes) de un texto seria entonces:

mw:/Pwmmwmw

Ahora bien, el modelo discutido hasta ahora tiene dos niveles de aleatoriedad: primero se
determina el pardmetro aleatorio S usando la distribucién de Dirichlet y su parametro «, y luego
se determinan las palabras del texto que esté siendo generado usando la distribuciéon multinomial
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con parametro (. Infiriendo el valor de @ que mejor se ajuste a un determinado corpus de textos
y a otros criterios complementarios?, podremos encontrar los grupos tematicos de dicho corpus
(recordando que este modelo de dos niveles admite un tnico tépico por documento), los cuales
corresponderén a las regiones del simplex sobre el cual se define la distribucién de 5 D(«), en los
cuales ocurra una mayor densidad de probabilidad.

El modelo LDA propone un nivel adicional de aleatoriedad que permite introducir la intuicién
de que un texto puede estar asociado a mas de un topico. Para esto el modelo supone que cada
texto esta conformado por una mixtura aleatoria de tépicos, representada por una multinomial de
parametro 6, y que el parametro de esta mixtura es aleatorio tal que 6 Dirichlet(«). Entonces, en la
generacién de textos usando el modelo LDA, para cada texto primero se determina aleatoriamente
el pardmetro 6 a partir de una distribuciéon de Dirichlet de pardametro «. Este pardametro 6 es
un vector con tantas componentes como topicos se deseen en el modelo, en donde la i-ésima
componente es una medida de la probabilidad con la cual el i-ésimo topico condicionard cada
una de las palabras usadas en el texto que esté siendo generado. Es decir, cada palabra de cada
texto es generada, primero, determinando un tépico a partir de una multinomial con parametro
0 : P(z) M(#). Luego, la probabilidad de que la i-ésima palabra del vocabulario ocurra w; veces,
dado que el tépico z; fue escogido previamente de acuerdo con M (), serd a su vez una distribucién
multinomial: P(w|z;, 8).

2Como la divergencia entre las regiones de alta densidad de probabilidades. Vale la pena precisar rigurosamente
estos criterios.
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Capitulo 5

Métodos de inferencia

5.1. Meétodos de muestreo

5.2. Meétodos variacionales

5.2.1. Inferencia Variacional Bayesiana
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Capitulo 6

Medidas de evaluacion del rendimiento

6.1. Meétodo de maxima verosimilitud

Es un método estandar para ajustar un modelo y encontrar pardmetros [6]. Para la medicién
de parametros del modelo mediante la coleccion de documentos D se maximiza la verosimilitud
(credibilidad) mediante la siguiente férmula:

p(D) = € T [ o> wys = T] [T plwld) = Cp(dy s — max (6.1)
deD wed deD wed
Donde C' es un factor normalizador que depende sélo del ntimero ng,. En miras a maximizar en
(6.2) puede obviarse el término Cp(d)™" ya que es constante en toda la coleccién D y recordamos
la féorma de p(w|d) en (1.6), donde escribiremos 6,y = p(t|d) y vuwt = p(w|t). Luego, después de
pasar logaritmos obtenemos

L(D;®,0) = Z Z Nw 108, Z Ouwtbp — rgééx (6.2)

deD wed teT

Donde a, la base del logaritmo, generalmente se toma como a = 2 si el calculo es binario.

Es usada para encontrar el nimero de tépicos mostrando la capacidad de generalizacién de un
modelo sobre datos no observados. No requiere una categorizacién previa. Valores pequenos de la
perplejidad indican una mayor capacidad de generalizacion del modelo. Es el criterio estandar mas
usado para evaluar la calidad del modelo [6].

Formalmente, es una medida de discrepancia del modelo p(w|d) con el término w observado
en los documentos de la colecciéon D. Una manera de definir la perplejidad es a través de la
verosimilitud:

P(D; ®,0) = q~ wEP®O) — =i Taep Tueamin 108, p(wld) (6.3)
Mientras esta medida es menor, mejor el modelo p(w|d) predice la aparicién de los términos w en
el documento d.

Es evidente que la perplejidad, calculada para la colecciéon particular D para la cual fue cons-
truido el modelo ®-O, puede estar sujeta a los efectos del recalculo y dar valores distintos para
distintas ejecuciones de los algoritmos de calculo de la misma.
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6.2. Entropia

La Entropia mide la incertidumbre de una fuente de informacién. C. Shannon (1916-2001),
la consider6 inicialmente como la cantidad de informacién promedio que contienen los simbolos
usados para generar un mensaje: Los simbolos con menor probabilidad son los que aportan mayor
informacién [8].

Shannon estudié la generacion de mensajes bajo un esquema probabilistico
a a g
A= Lo 6 ) =1 0<p; <1
(p(al), ooy plag), ... ;pz =bi=

En relacion con la cantidad de informacién contenida en un mensaje 7' de longitud [, compuesto
por un esquema de eventos independientes, se expresa bajo las siguientes axiomas:

(a) Un mensaje vacio no contiene informacion.

(b) La cantidad de informacién contenida en un mensaje es proporcional a su longitud.

Asi, la cantidad de informacién del mensaje T'= a; ...q; es igual a I(T) = [H donde

H=— Zp(ai) log(p(a;))

es la entropia.

La entropia puede ser usada para medir la calidad de los topicos, revela el desorden del sistema.
A menor entropia usualmente el sistema es mejor en el sentido de la relevancia de los tépicos
descubiertos.

Habiendo definido la entropia, podemos decir que la perplejidad puede expresarse como 2
elevado a la entropia.

6.3. Divergencia de Kullback-Leibler

Es una medida no simétrica de la similitud o diferencia entre dos funciones de distribucién de
probabilidad [7]. Mide la cantidad esperada de informacién extra en muestras de la distribucién p
cuando se usa la distribucién q.

De manera formal definimos asi: dadas dos distribuciones p y ¢ sobre una variable aleatoria
discreta la divergencia KL esta dada por

1

= 1) lo M
Dir(pllg) = Xi:p( )1 B
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De manera alternativa, podemos escribir

/‘\

p(z)

q(x)
r) = > p(x)logg(x)

T

Drr(plla) = ZP
= Zp )log p

= —H(p)+ H(p,q)

/\A

donde H(p) es la entropia de la distribucién p y H(p, q) es la entropia cruzada de p y g¢.

La divergencia KL se usa para medir la calidad de los topicos en términos de una pseudo-
distancia entre ellos. Mide la relaciéon entre dos tépicos: mayor distancia entre los tépicos es un
indicador de mayor calidad del sistema.

Una baja entropia y alta divergencia entre los tépicos es un indicador de dispersion del sistema,
esto nos dice la capacidad de generalizacién del sistema.

Propiedades de la Divergencia KL:

1. La divergencia KL es no negativa.

2. 51 Q, =€, la divergencia KL es igual a 0 si y sélo si las distribuciones son iguales p; = g;.

3. Si P es una distribucién empirica y Q(«) es una familia parametrizada de distribuciones,
entonces minimizar la divergencia KL es equivalente a maximizar la verosimilitud:

Di1(P||lQ(a szlog

— mln = szlong( ) — méix
i=1
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Capitulo 7

Ejemplo de aplicaciéon del LDA

Tomemos el vocabulario W = {arte, msica, eléctrico, cenditel, tecnologia, servicio}.

Definamos tres topicos tq, s, t3, los cuales tienen una probabilidad de ocurrencia dada para
cada palabra del vocabulario y se distribuyen multinomial:

hh = {$1=1;$2=1;$3=17$4=i;$5—i;$6=1}
5) 5 5) 10 10 5)
1 1 1 1 1 1

lo = {9312%;532:2—0@3:5;174:ZﬁsZz;%Zg}

l3 = {xl—l;wa l;xszi;m:i,%:i;xﬁ—l}
20 4 10 20 20 5

donde z; = p(w;)

La distribucién multinomial tiene funcién de densidad dada por

n! o
[z, m) = Iz sz‘
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Apéndice A

Conceptos basicos de estadistica

A.1. Distribucion multinomial

En probabilidad, una distribuciéon multinomial se refiere a cuando un nimero finito de procesos
tienen la misma probablilidad de ocurrir. Esto es una generalizaciéon de la distribuciéon binomial
en donde existen solo dos probabilidades.

Por ejemplo, si se tira una moneda al aire exite la misma probabilidad de que caiga del lado de
la cara o del sello. Si esa moneda se lanza muchas veces y se va anotando cudntas veces cae cara
y cuantas cae sello se obtiene una distribuciéon binomial.

Esto es lo mismo que decir que una distribucién binomial con parametros n y p es la distribucion
de probabilidad discreta del niimero de sucesos en una secuencia de n experimentos independien-
tes (verdadero/falso), cada uno de los sucesos con probabilidad de ocurrencia p. Esto se escribe
matematicamente como:

f(ksn,p) = <Z)p’“(1 —p)" (A1)

para k=0,1,2,3...,n. Donde:

@ - kl(nn—lw (A2)

Esta ecuacién (A.2), es conocida como coeficiente binomial.

Ahora, supongamos que en vez de una moneda tenemos una caja llena de muchas pelotas de
colores (rojo, amarillo, azul, verde, blanco y negro) y que cada vez que sacamos una pelota, la
sacamos de un color diferente. Si luego de sacar un ntmero finito de pelotas contamos ctiiantas
pelotas hay de cada color, obtenemos una distribucién multinomial.
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Formalmente, si se define x; como una la variable aleatoria que indica el nimero de veces
que se ha dado el resultado i sobre un nimero n de sucesos. El vector & = (1, ..., x)) sigue una
distribucién multinomial con pardmetros n y p, donde p = (p1, ..., Pk)-

La forma de la distribucion de probabilidades multinomial sera:

a:l'—xk‘pflmpik Sl ) i Ti=n
f@r, o xksn, pry s i) = , (A.3)

0 en otros casos

donde z1, ..., ), son enteros no negativos.

A.2. Distribucion de probabilidad condicional

La distribucion de probabilidad condicional se define como la probabilidad de que ocurra un
evento A suponiendo que otro evento B es verdadero.

En términos generales, la probabilidad se escribe segin la siguiente nomenclatura:

1) Probabilidades independientes: P(A), P(B) es la probabilidad de que A y B ocurran de forma
independiente una de la otra.

11) Probabilidades condicionales: P(A | B) es la probabilidad de que A ocurra si B es verdadera
y P(B | A) es la probabilidad de que B ocurra si A es verdadera.

Formalmente, la probabilidad condicional se define como:

P(ANB)

PA|B) = =55

(A.4)

El simbolo N quiere decir interseccion. La ecuacién anterior quiere decir que la probabilidad
de que A ocurra sabiendo que B es verdadero (lado izquierdo de la ecuacién) es igual al espacio
donde A y B se intersectan (ver figura A.1).

En la Figura A.1 ! se puede ver una representacion gréfica de lo que se define como probabilidad
condicionada.

Un ejemplo sencillo de esto 2 serfa el siguiente. Si el 50 % de la poblacién fuma y el 10 % ademés
de que fuma también es hipertensa:

La figura A.1 es tomada de http://es.wikipedia.org/wiki/Probabilidad_condicionada
2Este ejemplo es tomado de http://www.hrc.es/bioest/Probabilidad-15.html
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Figura A.1: Probabilidad condicional P(A | B). Se puede pensar como en el espacio en el que
B es verdadero (drea amarilla) también se cumple que A es verdadero (drea morada). Entonces
P(A | B) se representa en esta figura como el area verde.

P(A) = fuma (0.5)
P(B) = hipertensa (0.1)
La probabilidad de encontrarse con una persona que fuma y es hipertensa es:

P(ANB) 01

PALE) = =pE) 05~

0,2. (A.5)

Esto quiere decir que la probabilidad de que se escoga una persona al azar y esta sea fumadora
e hipertensa es del 20 % (esto representard la zona verde en la figura A.1.

A.3. Distribucién de probabilidad conjunta

La distribucién de probabilidad conjunta (joint probability distribution, en inglés) se define
dadas dos variables aleatorias x, y que son definidas en un espacio de probabilidades, la distribucion
que da la probabilidad de que cada x, y caiga en un rango particular o conjunto discreto de valores
especificos para esas variables. Si se trata de dos variables se llama funcién bivariada, si se trata
de mas de dos variables se llama funcién multivariada.

Matematicamente hablando, si las variables aleatorias x, y son discretas, la funcién de proba-
bilidad conjunta viene dada por:

PX=zy Y=y=PY=yX=0)PX=2)=PX=zx|Y =y)PY =y), (A.6)

donde:
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>3 PX =z y Y=y)=1 (A.7)
(]
Si las variables x, y son continuas, la funcion de densidad conjunta se escribe como:

Ixy(@,y) = fyix(v, ) fx(x) = fxyy(z,9) fy (), (A.8)

donde fyx(y,x) y fxyy(z,y) son las distribuciones de probabilidad condicional y fx(z) y fy(y)
son las distribuciones marginales de X y Y respectivamente.

Ya que hablamos de distribuciones de probabilidad:

/x/yfxy(a:,y)dydac = 1. (A.9)

Veamos la figura A.23, aqui se ilustra graficamente la distribucién conjunta de probabilidad de
las variables z, y, la cual estd representada en el évalo verde, junto con las distribuciones marginales
de X (gausiana azul) y Y (gausiana roja).

p(Y) p(X)
0.4 AT

: e
0 :
2 5 -5 Y

Figura A.2: Probabilidad conjunta.

A.4. Distribucion de Dirichlet

La distribucion de Dirichlet es una familia de distribuciones de probabilidad multivariadas
continuas, parametrizadas por un vector ax de niimeros reales positivos. Usualmente se denota por
Dir(a) y se define como diremos a continuacion.

3La figura y el texto es tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Joint_probability_distribution
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Siendo la distribucién de Dirichlet de orden K > 2 y parametros aq,...,ax > 0, la funcion de
densidad de probabilidad viene siendo:

1
f(xy, g 100, . ag) = =—— | [, 25! (A.10)
1 1501 Bla) H
donde B(a) es la funcién Beta definida como:
K
K Pl
Bla) = ALz l@). (A1)

K Y
r (Zi:l O‘i)
la cual esta definida en funcion de la funcion Gamma I'. Por tanto, la distribucién de Dirichlet se

puede ver como una versiéon multivariada de la distribucion Beta.

Es importante acotar que la distribucién de Dirichlet es usada comtinmente en estadistica
Bayesiana como distribuciion previa a priori o prior (como es en el caso de la LDA).

La funcién de densidad de probabilidad (A.10) establece que la probabilidad de ocurrencia de
K eventos es x; dado que cada evento se observéd a; — 1 veces.

A.5. Ley de probabilidad total

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un suceso a partir
de probabilidades condicionadas. Dicho en otras palabras, dado un suceso A, con probabilidades
condicionales conocidads dado cualquier evento B,,, P(A|B,), cada uno con probabilidades propias
conocidas, P(B,) ;Cudl es la probabilidad total de que A ocurra?

Esto se obtiene resolviendo P(A), donde:

P(A) =Y P(A|B,)P(By). (A.12)

La sumatoria puede ser interpretada como el promedio pesado y P(A) es llamada, aveces,
probabilidad promedio.

En la figura A.3 se representa la Ley de probabilidad total en un diagrama de arbol. Si se quiere
saber la probabilidad total de obtener un suceso A, se debe recorrer todas las ramas que llevan a
Ay sumarlas:

P(A) = P(A|By)P(B1) + P(A|By)P(By) + P(A|B3)P(Bs) + ... + P(A|B,,)P(B,). (A.13)
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A P(A[B1)P(B1)

B1

A P(A|B2)P(B2)

B2

B3 A P(A|B3)P(B3)

Bn

A P(A[Bn)P(Bn)

Figura A.3: Ley de probabilidad total representado en un diagrama de arbol.

A.6. Teorema de representacion de De Finetti

Una secuencia de variables aleatorias (x1, 3, ..., ,,) es infinitamente intercambiable si y solo si,
para todo n se cumple que:

(@1, T2, s ) = / [T tlo) (o), (A.14)

para alguna medida P en el parametro 6.
Si la distribucién de 6 es una densidad (variable continua), entonces, P(0) = p(6)d6.

El producto []}_, p(z;|0) es invariante. Esto quiere decir que no importa en qué orden estén los
términos.

Entonces, cualquier distribucién de secuencias que pueda ser escrita como [ [[, p(z;]0)P(d6)
debe ser infinitamente intercambiable para todo n.

Para ver un resumen y la aplicabilidad del teorema de De Finetti en algunos casos dentro del
modelado de tépicos ver Jordan (2010) [5].

Una suposiciéon en muchos analisis estadisticos es que las variables aleatorias a estudiar son
independientes e idénticamente distribuidas (iid).Una coleccién aleatoria de variables son iid si cada
variable aleatoria tiene la misma distribucién de probabilidad que la otra y todas son mutuamente
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independientes.

La suposicion de que las variables sean iid tiende a simplicar la matemaéatica de fondo de muchos
métodos estadisticos.

La nocién general que comparte las principales propiedades de las variables iid son las variables
aleatorias intercambiables definidas por el teorema de represenacion de De Finetti. La intercambia-
bilidad significa que cualquier valor de una secuencia es tan probable como cualquier permutacion
de esos valores. Un ejemplo es la distribucién de probabilidad conjunta, que es invariante ante un
grupo simétrico.

Es importante acotar que todas las variables iid son intercambiables, pero no viceversa.

Entonces, si se tienen datos intercambiables:

= Debe existir un pardametro 6.
» Debe existir una probabilidad p(z|f) (también llamada likelihood function).

» Debe existir una distribucion P de 6.

Estas cantidades deben existir para que los datos (1,2, ..., ;) sean condicionalmente inde-
pendientes.

La demostracion del teorema de De Finetti es larga y rigurosa, pero si se esta interesado en

darle un vistazo se puede visitar pagina web que estd en el pie de pagina *.

4http://www.dpye.iimas.unam.mx/eduardo/MJB /node7.html
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Apéndice B

Notas para mi (Fabiola): Bases de la
estadistica Bayesiana

B.1. introduccion a la estadistica bayesiana

La teoria de probabilidad busca cuantificar la ocurrencia de hechos aleatorios. Visto de otra ma-
nera, es el estudio del comportamiento de un sistema, a sabiendas de que el sistema esta compuesto
por particulas o componentes que se comportan de manera aleatoria.

Si se estudia la variacion de un suceso a lo largo de muchas repeticiones de ese experimento,
la estadistica que se emplea es la estadistica frecuentista. El punto de vista frecuentista estudia la
probabilidad de un suceso a partir de muchas repeticiones.

Ahora, si se quiere estudiar la probabilidad de una variable no observada, la estadistica fre-
cuentista no es apropiada y se recurre a la inferencia. El método de asignar una distribuciéon de
probabilidad a variables no observadas es llamado probabilidad Bayesiana, donde la distribucién
de las variables no observadas dados los datos es llamada likelithood function y la distribucién de
las variables no observadas dados los datos y la distribucion a priori, es la distribucion a posteriors.

Este ultimo método es llamado también probabilidad inversa, ya que estudia los parametros
(o condiciones) mas probables que dieron como resultado ese suceso, en vez de estudiar muchas
realizaciones repetidas del suceso para predecir la ocurrencia del mismo.

En ambos enfoques, frecuentista y bayesiano, se utilizan modelos con parametros desconocidos
y la recolecciéon de datos es la base para estimacion de dichos parametros desconocidos.

Sin embargo, en el enfoque frecuentista los parametros se conciben como valores fijos, pero
desconocidos, mientras que en el enfoque bayesiano, los parametros son variables aleatorias cuya
distribuciéon de probabilidad es estudiada a través del teorema de Bayes.

En la estadistica bayesiana se ha de tener una distribucion subjetiva de los parametros antes de
ver los datos (priori) que se modificard en funcién de los datos que se hayan observado y asi tener
una distribucién a posteriori, que resume todo el conocimiento que se tiene sobre los parametros
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dados los datos y sus creencias a priori.

The main goal of a typical Bayesian statistical analysis is to obtain the pos- terior distribution
of model parameters. The posterior distribution can best be understood as a weighted average
between knowledge about the parameters before data is observed (which is represented by the prior
distribution) and the information about the parameters contained in the observed data (which is
represented by the likelihood function.

Once the posterior distribution has been obtained, one can compute point and interval estimates
of parameters, prediction inference for future data, and probabilistic evaluation of hypotheses

B.2. Teorema de Bayes

Definamos x como un suceso cualquiera y el pardmetro 6 como la confidencia (belief) de que x
ocurra.

La confidencia o el parametro 6 de que z ocurra debe ser actualizada con cada nueva ob-
servacion. Cada vez que se reestima 6 se debe reestimar qué tanto se confia en ese valor, esto
es, se calcula una nueva distribucién de probabilidad sobre los valores posbiles de 6. Esta nueva
distribucion serd P(f|x) y se calcula segin el teorema de Bayes:

P(x]0)P(6)
PO|zr) = ) B.1
(61z) [ P(z|0)P(6)do (B-1)
La expresién generalizada del teorema de Bayes es:
P(x]0)P(6)
P = B.2
ble) = 5y (5.2)

que al aplicarle la ley de probabilidad total al denominador resulta en la ecuacién B.1.

El objetivo es encontrar el mejor conjunto de parametros que se puedan usar para hacer predic-
ciones. Para esto se escoge el pardmetro 6 que maximiza P(f|x). Generalmente se usa el algoritmo
E-M (expectation - maximization) que garantiza la convergencia local. Este método se usa para
distribuciones sencillas, para distribuciones complicadas, este método no es factible, por esto es
importante mantener P(z|0) y P(#) lo més simple posible. Ademas, modelos complicados pueden
ocupar mucho tiempo y espacio computacional.

La pregunta estd en cémo escoger P(6) (priori) y la mejor forma de escogerla es que sea
conjugada de P(x|0). P(f) es conjugada de P(x|f) si multiplicando estas dos distribuciones y
normalizando, se obtiene una distribuciéon de la misma familia.
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B.3. Axiomas de la teoria de probabilidad

(Clases de Thomas Loredo - XXVI IAC-WS)

Al evaluar las hipétesis calculando sus probabilidades condicionales P(H,|...) sobre informacién
conocida o presumida (incluyendo los datos obervados), se usan las siguientes reglas de la teoria
de probabilidad:

Regla de la suma (OR)
P(H,V Hs|I) = P(Hy|I) + P(Hs|I) — P(Hy, Ho|I). (B.3)
Regla del producto (AND)
P(Hy, Dops|I) = P(H1|I)P(Dops|H1, I) = P(Dops|I)P(H1|Dops, I). (B.4)

(NOT)

P(Hi|I) = 1 - P(Hy|I). (B.5)

B.4. Modelo general de mixtura

Se tienen n variables aleatorias iid (X7, Xs, ..., X,,) con observaciones (z1, xa, ..., ), las cuales
siguen el modelo de mixtura con K componentes.

Cada uno de los k-ésimo componentes es una distribucion que sigue una familia de distribuciones
con parametros 0, y tiene la forma F'(z|0)), donde 7, es el peso del k-ésimo componente y denota
la probabilidad de que una observacién sea generada a partir del componente y cumple con la
condicién 7 >0 y ., m = 1. Entonces la probabilidad de la observacién z; es escrita como:

plai) =Y mf (xilbr), (B.6)

donde f(x;|0)) es la funcién de masa (caso discreto) o de densidad (caso continuo) para F'(x|6y).

La funcién de probabilidad conjunta para todas las observaciones es:

p(x1, T,y o 1) = H > f (@il6r). (B.7)



(Nétese el parecido de esta ecuacién con la ecuacién (1.2).)

Si Z; € {1,2,3, ..., K} es la etiqueta oculta para X;, la funcién de probabilidad puede ser vista
como la sumatoria sobre toda la distribucién conjunta de todos los X; y Z;

p(xs) =Y plwi,z) =Y pil|Z: = z)p(=), (B.8)

donde X;|Z; ~ F(x;]0.,) y Z; ~ My(1; 71, ..., ) es la distribucién multinomial de k& dimensiones y
1 observacién.

Z; se refiere a la variable auxiliar que identifica la etiqueta con la observaciéon ;.

Esto es tomado del libro de minado de datos de texto [3].
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